
LA TEORIA DELLA 
COMPLESSITÀ

COMPUTAZIONALE



INTRODUZIONE

OBIETTIVO: classificare gli algoritmi a seconda delle
risorse utilizzate

- risorse necessarie (lower bound)
- risorse sufficienti (upper bound)

Aspetti considerati:
- tempo di esecuzione
- occupazione di memoria

Dato un problema, se & un algoritmo efficiente che lo
risolve î PROBLEMA TRATTABILE



TESI DI CHURCH

I problemi trattabili sono i problemi risolubili in tempo

polinomiale (nella lunghezza dell’input) da una MTD.

I problemi risolvibili mediante un algoritmo con tempo

polinomiale appartengono alla classe P



TRATTABILITÀ DELLA CLASSE P

Motivi:

- Esistono pochi problemi pratici che richiedono un tempo
polinomiale O(nk) con grado k molto alto

- Un problema risolto in tempo polinomiale in un modello 
computazionale può essere risolto ancora in tempo 
polinomiale con un altro modello

- La classe P ha delle interessanti proprietà di chiusura, 
rispetto alle operazioni +, x e o



PROBLEMA

Un problema astratto è una relazione Q:IåS

I = insieme delle istanze

S = insieme delle soluzioni

Esempio

Problema: dato un numero x calcolare f(x)=x2+1

Istanza: dato x=2 calcolare f(x)   f(2)=5



TIPI DI PROBLEMI

- problemi di decisione, in cui data un’istanza x 
Œ I restituisce un valore del tipo vero/falso

- problemi di ottimizzazione, in cui data 
un’istanza x restituisce y Œ sol(x) che assume il 
valore massimo (o minimo) fra tutte le soluzioni 
possibili

- problemi di ricerca, in cui data un’istanza x 
restituisce una soluzione y Œ sol(x) 

- problemi di enumerazione, in cui data 
un’istanza restituisce |sol(x)|



CONSIDERAZIONI

Per l’analisi della complessità computazionale ci si può

concentrare sui problemi di decisione in quanto:

- Richiedono l’introduzione di un minor numero di concetti

- I problemi di decisione non sono più difficili degli altri

- Altri tipi di problemi possono essere ricondotti a problemi 
di decisione



CODIFICA

Un problema è risolto tramite un algoritmo

å le sue istanze devono essere rappresentate in modo 

accettabile per l’algoritmo

Una codifica è una corrispondenza e:SåC

S = insieme di oggetti astratti

C = insieme di stringhe su un certo alfabeto 

esempio (problema di decisione) e:Så{0,1}*



PROBLEMA CONCRETO

Pb astratto =========> Pb concreto

Un problema concreto è risolvibile in tempo polinomiale se

& un algoritmo che lo risolve in tempo O(nk) per

qualche costante k

codifica



CODIFICHE CORRELATE

Dato un insieme I di istanze di un problema, si dice che

due codifiche e1 ed e2 sono correlate polinomialmente se

esistono due funzioni calcolabili in tempo polinomiale 

tale che

f12(e1(i))=e2(i), f21(e2(i))=e1(i) $ elemento i di I

la codifica e2(i) può essere calcolata dalla codifica e1(i)

attraverso un algoritmo di tempo polinomiale



INDIPENDENZA DALLA CODIFICA

Teorema

Sia Q un problema di decisione astratto su un insieme I di

istanze, e siano e1 ed e2 due codifiche di I correlate

polinomialmente. Allora

e1 (Q) Œ P <==> e2 (Q) Œ P



DIMOSTRAZIONE

Ipotesi: e1 (Q) risolto in tempo O(nk) e la codifica e1 (i) 

è calcolata da e2 (i) in tempo O(nc), n=|e1 (i)| 

Per il calcolo di e2 (Q), dato i si calcola prima e1 (i) e quindi

si esegue l’algoritmo per e1 (Q)  su e1 (i).

La conversione delle codifiche impiega tempo O(nc),

|e1 (i)| = O(nc), poiché l’output di un esecutore non può

essere più lungo del suo tempo di esecuzione.

Per risolvere il problema con e1 (i) si impiega un tempo 

O(|e1 (i)| k) = O(nck) (tempo polinomiale)



DA CONCRETO AD ASTRATTO

Cerchiamo di estendere la definizione di problema

risolvibile in tempo polinomiale dal pb concreto al pb

astratto usando la codifica.

L’efficienza nella risoluzione di un problema non dovrebbe

dipendere da come il problema è codificato.

In realtà, l’efficienza dipende strettamente dalla codifica.



ESEMPIO

PROCEDURE(K)                        e1(Q)                        e2(Q)

0 while (k>0)                         codifica unaria      codifica binaria

1 do käk-1                     k     1 1 1 1 1 1 1 1           1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1  0 1 1 1 

Considero k=8                             1 1 1 1 1 1           0 1 1 0

1 1 1 1 1 0 0 1 1

.  .  .  .             .  .  . .

1           0 0 0 1

Dimensione input |e1/2 (i)|                            k         tetto(lg k)  

Tempo di esecuzione                     O(|e1 (i)|)     O(2^(|e2 (i)| ))

} O(k)



ESEMPIO (1)

input               codifica unaria       codifica decimale

k=1                           1                       1

5                       1 1 1 1 1                   5

10                  1 1 … … 1 1                     10

codifica unaria: la dimensione è polinomiale con l’input

codifica decimale: la dimensione è logaritmica con l’input



CODIFICA RAGIONEVOLE

Una codifica è ragionevole se:

- |ぇ| ‡ 2

- non introduce dati irrilevanti, né richiede una 
generazione elevata di dati per la rappresentazione di 
un’istanza del problema

Se la codifica è ragionevole, la complessità del problema è

indipendente dalla codifica scelta per risolvere il problema.



LINGUAGGI FORMALI

Alcuni richiami:
Alfabeto ぇ = {a1,…,aq}
Stringa = <a1,…,ap> (se vuota, indicata da i)
Linguaggio L = {stringa} (L vuoto, indicato da Ø)

Operatori (dati linguaggi A e B)
Unione: ǍB = {x | x Œ A o  x Œ B}
Concatenazione: AB = {xy | x Œ A, y Œ B}
Potenza: An = An-1A   n>0 (n=0 An = {i})
Chiusura di Kleene: A* = A0 ̌A1 ̌A2…
Complemento: bA = ぇ*-A



ACCETTAZIONE/RICONOSCIMENTO

Dato un algoritmo A e una stringa x di {0,1}*

- Se A(x)=1: A accetta x

- Se A(x)=0: A rifiuta x

Il linguaggio accettato da A è L = {x di {0,1}*| A(x)=1}

Anche se un linguaggio L è riconosciuto da A, l’algoritmo

non necessariamente rifiuta una stringa che non

appartiene a L



DECISIONE

Un linguaggio L è deciso da un algoritmo A se:

- ogni stringa binaria in L è accettata da A

- ogni stringa binaria inbL è rifiutata da A



DEFINIZIONI

Un linguaggio L è riconosciuto in tempo polinomiale da un
algoritmo A se, $ stringa x di lunghezza n

A accetta x in tempo O(nk) per qualche costante k

<==> x Œ L

Un linguaggio L è deciso in tempo polinomiale da un
algoritmo A se, $ stringa x Œ {0,1}*

A decide correttamente l’appartenenza di x a L in tempo

O(nk) per qualche costante k



CLASSI DI COMPLESSITÀ

classe di complessità = insieme di linguaggi per i quali

l’appartenenza alla classe è determinata in base ad una

misura di complessità dell’algoritmo che determina se una

data stringa appartenga al linguaggio



CLASSE P

P = {L su alfabeto ぇ={0,1}: esiste un algoritmo che decide L

in tempo polinomiale}

Teorema:

P = {L : L è riconosciuto da un algoritmo di tempo

polinomiale}



CLASSE P (1)

Dimostrazione:

Verifichiamo che se L è riconosciuto
da un algoritmo polinomiale, allora L
è deciso da un algoritmo polinomiale

Sia L un linguaggio riconosciuto da un qualche algoritmo
polinomiale A.
Poiché A riconosce L in tempo O(nk) per qualche k, esiste
una costante c tale che A riconosce L in al più T=cnk passi. 

RICONOSCIUTI

DECISI



CLASSE P (2)

Consideriamo un algoritmo B che simula l’azione di A per
ogni stringa di input x.
Alla fine di T, l’algoritmo B verifica il comportamento di A.
Se A ha accettato x, allora B accetta x restituendo 1, se A
ha rifiutato x, allora B rifiuta restituendo 0.
Il tempo impiegato da B per simulare A non aumenta il
tempo di esecuzione per più di un fattore polinomiale.

Il linguaggio L è deciso da B

in tempo polinomiale RICONOSCIUTI
»

DECISI
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