Esempio 1

Ricorrenzadarisolvere

BASE T(1) = O(1)
INDUZIONE T(n)=0O(1) + T(n-1)  pern>1

Procedimento

Sostituire cf(n) a ciascun termine O(f(n)), dove ¢ e una costante reale ssimbolica
specifica per quel termine

BASE T(1)=a

INDUZIONE T(n)=b+T(n-1) pern>1
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Esempio 1 (cont.)

Metodo 1. provare acalcolare alcuni valori di T e, in base aess, ipotizzare una
soluzione

T(2)=b+a

TB)=b+(b+a)=2b+a

T4 =b+(2b+a=3b+a

|lpotesi: T(n) =a+ (n—1)b asserto S(n) dadimostrareper n3 1
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Esempio 1 (cont.)
Dimostrazione per induzione dell’asserto S(n) : T(n) =a+ (n—1)b perns 1

BASEn=1. T(1)=a+0=a coincide con |la BASE della definizione di
T(n) ® evera

INDUZIONE n> 1: Si assume vero S(h—1) e sl dimostra S(n)
Sh-1):T(h-1)=a+(n-2)b

Sostituendo questa espressione nella definizione T(n) = b + T(n — 1), valida per
n>1 gottieneT(n)=b+a+(n—-2)b=a+(n—-1)b

che coincide con S(n), che pertanto e provato anche per n> 1

T(n)=a+(n—-21)Db valeperni3 1

T(n) = O(n)
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Esempio 1 (cont.)

Metodo 2 (alternativo al metodo 1): applicare sostituzioni successive finché s
trovaunarelazione fra T(n) e T(k) per qualche k coperto dalla BASE della
definizione di T(n)

TnN)=b+T(h-1)

Tn-1)=b+T(n-2)

TNn-2)=b+T(n-23)

T(2)=b+T(1)
~ (sostituzioni)
TN =b+T(nh-1)=b+b+T(Nn-2)=2b+T(n-2)
TnN)=2b+b+T(N-3)=3b+T(n-3)

T(n) = (n=1)b+ T(1) = a+ (n—1)b

lpotesi: T(n) =ib+ T(n—1) asserto S(1) da dimostrare per induzione per
1£1£n-1
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Esempio 1 (cont.)

Dimostrazione per induzione dell’ asserto (i):
T(n)=ib+T(h-1) prlEiE£n-1

BASE | =1:1'assertodiventa T(n) =b+ T(n— 1) che coincide con
I”INDUZIONE delladefinizione di T(n) ® evera

INDUZIONE 1<1i £ n-1:secondo ladefinizione T(n) = b+ T(n—-1), valida

pern>1 T(n—1)=b+T(h—i—-1)

Sostituendo questa espressione nell’ asserto (i), che sl assume vero, s ottiene

TN)=ib+T(n—=1)=ib+b+T(h—-i-1)=>G(+Db+T(n—-(i +1))

chee S(i + 1) ® il passo induttivo e cos provato

peri=n-1lassertodiventaT(n) =(h—1)b+T(1) =a+ (n—-21)b

T(n) = O(n)
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Esempio 2

Ricorrenzadarisolvere

BASE T0)=0(1) eT(1) =0O(1)
INDUZIONE T(n)=0(1) + T(n-2) pern>1
Procedimento

BASE T(0)=aeT(1)=b

INDUZIONE T(n)=c+T(nh-2) pern>1
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Esempio 2 (cont.)

Metodo 1

T(0)=a

T(1) =D

T(2)=c+T(O0)=c+a

T3 =c+T(1)=c+b
T@)=c+T(2)=c+(cta=2c+a
TB5)=c+T(3)=c+(c+b)=2c+b
T6)=c+T(d)=c+(2c+a)=3c+a

| potesi (asserto da dimostrare per induzione, dimostrazione omessa):

{ T(n)=cn/2+ a per npari,n3 0
T(n)=cén/20+b=c(n—-1)/2+Db per ndispari,n3 1

T(n) = O(n)
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Esempio 2 (cont.)

Metodo 2
TnN)=c+T(h-2)
T(n-2)=c+T(n-4)
T(n-4)=c+ T(n-06)

T(3)=c+T(1)
T(2) =c+ T(0)
~ (sostituzioni)
TnN)=c+T(h-2)=c+c+T(n—-4)=2c+T(n-4)
T(n)=2c+(c+T(h—-6)) =3c+ T(n—06)

lpotesi: T(N) =ic+T(n—21) asserto S(i) da dimostrare per induzione per
1£i1 £ én/20
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Esempio 2 (cont.)

Dimostrazione per induzione dell’ asserto (i):
T(n)=ic+T(n-21)) pelfifé/2i

BASE i1 =1:1'assertodiventa T(n) =c+ T(n—2) che coincide con
I”INDUZIONE delladefinizionedi T(n) ® evera

INDUZIONE 1< £ é/2i secondo ladefinizione T(n) =c + T(n — 2), valida

pern>1T(n-2))=c+T(n—-2 —-2)

Sostituendo questa espressione nell’ asserto (i), che sl assume vero, s ottiene

T(n)=ic+T(n-2)=ic+c+T(h-21-2)=(+Dc+T(h—-2( + 1))

chee S(i + 1) ® il passo induttivo e cos provato

per i = én/201" asserto diventa

T(n)=cn/2+T(0)=cn/2+a per n pari
T(nN)=can/20+T(1) =c(n-1)/2+Db per n dispari
T(n) = O(n)
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Esempio 3

Ricorrenza darisolvere (e quelladi MERGE-SORT)

BASE T(1) = O(1)
INDUZIONE T(n) = 2T(n/2) + O(n) pern=2k>0

(il dominio di n e stato ridotto alle sole potenze di 2 per semplicita in modo da
dividere sempre in sottoliste di pari dimensioni)

Procedimento
BASE T(1)=a
INDUZIONE T(n) = 2T(n/2) + bn pern=2 k>0
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Esempio 3 (cont.)

Metodo 1
T(1)=a
T(2) =2T(1) + 2b=2a+ 2b
T(4) =2T(2) +4b=2(2a+ 2b) + db=4a+ 8b
T(8) =2T(4) + 8b = 2(4a+ 8b) + 8b =8a+ 24b
T(16) =2T(8) + 16 b=2(8a+24b) + 16 b=16a+64 b

|potesi (asserto da dimostrare per induzione, dimostrazione omessa):
T(n) = na + bnign pern=2k3 0

T(n) = O(nign)
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Esempio 3 (cont.)

Metodo 2
T(n) =2T(n/2) + bn
T(n/2) = 2T(n/4) + bn/2
T(n/4) = 2T(n/8) + bn/4

T(2) =2T(1) +2b
~ (sostituzioni)
T(n) =2T(n/2) + bn = 2(2T(n/4) + bn/2) + bn = 4T(n/4) + 2bn
T(n) =4(2T(n/8) + bn/4) + 2bn = 8T(n/8) + 3bn
T(n) = 8(2T(n/16) + bn/8) + 3bn = 16T (n/16) + 4bn

'T(n) =nT(1) + bnlgn = na+ bnign

Ipotesi: T(n) = ibn + 2T(n/2") asserto S(i) da dimostrare per induzione per
1£1 £ logon
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Esempio 3 (cont.)

Dimostrazione per induzione dell’ asserto (i):
T(n)=ibn+2T(n/2") perl£i£logn

BASE i1 =1:1'assertodiventa T(n) =2T(n/2) + bn  checoincide con
I’INDUZIONE delladefinizione di T(n) ® evera

INDUZIONE 1< £ logyn: secondo la definizione T(n) = 2T(n/2) + bn, valida

pern=25 k>0, T(n/2) = 2T(n/2'+1) + bn/2

Sostituendo questa espressione nell’ asserto (i), che s assume vero, s ottiene

T(n) = ibn + 22T(N/2" + bn/2)= bn(i + 1) + 2¢ Y T(n/2"*Y)

chee S(i + 1) ® il passo induttivo e cos provato

per i = logyn I’ asserto diventa T(n) =bnlogon+nT(1) = bnlog,n + na

T(n) = O(nign)
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Esempio 4

Ricorrenzadarisolvere

BASE T(1) = 0O(1)
INDUZIONE T(n)=T(n-1) + O(g(n))
Procedimento

BASE T(1)=a

INDUZIONE  T(n)=T(n—1) +bg(n)

pern>1

pern>1
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Esempio 4 (cont.)

T(N)=T(n-1) +bg(n)
Tn-1)=T(nh-2)+bg(n—-1)
TNn-2)=T(h—-3)+bg(h-2)

T(2)=T(1)+bg(2) =a+bg(2)
~ (sostituzioni)
TN)=T(n-1)+bgn)=T(h-2)+bg(h—1) + bg(n)
TN)=T(n—-3)+bg(nh—-2)+bg(nh—1) +bg(n)

potesi: T(n) = T(N—1) + b glg(n - 7)

j=0
asserto S(i) dadimostrare per induzioneper 1£1 £n—-1
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Esempio 4 (cont.)

Dimostrazione per induzione dell’ asserto (i):
i-1

T =T(—)+b & gn- j)

j=0
prlEi£n-1
BASE i=1: 9 |
'assertodiventa T(n) =T(n—i)+b a & - Jj) =T(n-1) + b g(n)

j=0

che coincide con I’INDUZIONE delladefinizionedi T(n) ® evera
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Esempio 4 (cont.)

INDUZIONE 1<i £ n- 1: secondo la definizione T(n) = T(n—1) + b g(n),

vaidapern>1, T(n—1)=T(h—1—-1)+bg(h—1)

Sostituendo questa espressione nell’ asserto (i), che sl assume vero, s ottiene
i-1 ]

T() =T(-i)+b & g(n- j) =T(n—i-1) +bgn—i) +b 5g(n- J) =

J=0 j=0

Tn=-(+1)+b é gn- j) chee §(i + 1) ® il passo induttivo e provato

j=0
i-1
o .
® peri=n—1lassertoT(nN)=T(h—i)+b A g(n- j) diventa
j=0
n62 . n62
T =T +b agl-Jj)=a+bqglr-,
J=0 j=0

® T(n) = O é.ng(n' J) )
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Esempio 5 (Risoluzione per tentativi)

Ricorrenzadarisolvere

BASE T() =a
INDUZIONE T(n)=2T(n/2)+bn pern=2k>0

Procedimento

TENTATIVO: dimostrare I’asserto S(n): T(n) £Ecnlogn+d pern=2“k3 0

BASEn=1:I"assertodiventaT(1) £ d
Sostituendo nella disequazione la BASE della definizione di T(n) s ottiene

af d® laBASE edimostratasea £ d (VINCOLO)
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Esempio 5 (cont.)

INDUZIONE n > 1: Si assume vero S(n/2), cioe T(n/2) £ c n/2 logn/2 + d
Sostituendo S(n/2) nel passo induttivo della definizione di T(n) s ottiene
T(n)=2T(n/2) +bn£cnlogn/2+2d+bn=cnlogn+n(b-c)+2d

S(n): T(N) Ecnlogn+d eprovato se
cnlogon+nlb-c)+2dE£cnlogn+d® n(b—c)+d£0
® I'INDUZIONE e dimostratase, pern>1,n(b—c) +d£ 0 (VINCOLO)

Il primo VINCOLO sussume la condizione d > 0, per cui il caso peggiore del
secondo vincolos hapern=1® c-b3 d

| due vincoli ammettono soluzione (ad es. d =a, c=a+ b) ® a termine del
TENTATIVO possiamo concludere che S(n): T(n) £ cnlog,n + d evero

T(n) = O(n Ign)
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Esempio 6 (Risoluzione per tentativi)

Ricorrenzadarisolvere

BASE T(1) =3
INDUZIONE T(n) = (2"? + 1)T(n/2) pern>1

Procedimento

T(n) = (2"% + 1)T(n/2)
T(n/2) = (2" + 1)T(n/4)
T(n/4) = (2" + 1)T(n/8)

T2 ="'+ 1)T(1)=3*3=9
~ (sostituzioni)
T(n) = (2"% + D)T(n/2) = (2"? + 1) (2"* + 1) T(n/4)
T(n) = (2"% + 1) (2" + 1) (2" + 1)T(n/8)
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Esempio 6 (cont.)
- i@l 0
ipotesi: T(n) = T(n2) O $2° +17
j=1 o

per 1L£1 £ logon (asserto (i) da dimostrare, dimostrazione omessa)

|potes alternativa:

logo n
log, ng@ 0O ng 1

=T Q82" +1IZET(M)=R = £3""
J=1 t 0

pern3 1

trascuro questo termine
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Esempio 6 (cont.)

TENTATIVO |

Tentiamo di dimostrare I’ asserto S(n): T(n) £c - 2" pern3 1

BASE n=1:I"assertodiventaT(1) £ 2c
Sostituendo nella disequazione la BASE della definizione di T(n) s ottiene

3£2c® laBASE edimostratasec? 3/2 (VINCOLO)

INDUZIONE n > 1: Si suppone siavero S(n/2), ciog T(n/2) £ ¢ - 2™
Sostituendo S(n/2) nel passo induttivo della definizione di T(n), valido pern> 1,

s ottiene T(n) = (2"2+ D)T(/2) £ (2"2+ 1) c-2"=c-2"+c 2"
Sostituendo questa espressione di T(n) in S(n) si ottienec- 2" +c- 2" £¢c- 2"
® S(n) e, quindi, il passo induttivo sono provati se

c-2"?£0® c£0 (VINCOLO)
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Esempio 6 (cont.)

| due vincoli non anmettono alcuna soluzione ® al termine di TENTATIVO |
non possiamo concludere che S(n): T(n) £c- 2" évero
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Esempio 6 (cont.)

TENTATIVO I

Tentiamo di dimostrare I’ asserto S(n): T(n) £c- 2" +d perns 1

BASEn=1:I"assertodiventaT(1) £ 2c + d
Sostituendo nella disequazione la BASE della definizione di T(n) s ottiene
3£2c+d® laBASE edimostratase 3 £ 2c + d (VINCOLO)

INDUZIONE n > 1: Si suppone siavero S(n/2), cioe T(n/2) £c - 2"* +d
Sostituendo S(n/2) nel passo induttivo delladefinizione di T(n), valido per n > 1,
S ottiene

T(N) =2+ DT(N/2) £ 2"+ 1) (c- 2" +d)=c-2"+d- 2" +c- 2"+
Sostituendo questa espressione di T(n) in S(n) si ottiene
c-2"+(c+d)2"+dEc-2"+d

® S(n) e, quindi, il passo induttivo sono provati sec + d £ 0 (VINCOLO)

Marina Zanella— Algoritmi e strutture dati — Ricorrenze: esempi 24



Esempio 6 (cont.)

| due vincoli ammettono soluzione (ad es. ¢ = 3, d = -3) ® a termine di
TENTATIVO Il possiamo concludere che S(n): T(n) £c- 2"+ d évero

T(n) = O(2"
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Esempio 7 (Metodo principale)

Ricorrenzadarisolvere

T(n)=9T(n/3) + n

Procedimento

S haa=9,b=3 (® nN%*=n'"%’=n%, f(n)=n

» %%/ f(n) =n®/n=n® f(n) &asintoticamente piu piccoladi n'*%"?
* [0 e in modo polinomiale perché il rapporto fra la funzione di ordine di
grandezza maggiore e quella di ordine di grandezza minore € un termine

contenente n°, per qualchee >0

T(n) = Q (n*%%) = Q(n?)
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Esempio 8 (Metodo principale)

Ricorrenzadarisolvere

T(N)=T(2n/3) + 1

Procedimento

Sihaa=1,b=3/2(® n%?=n""%:'=n=1),f(n)=1
f(n) e n'*%? hanno lo stesso ordine di grandezza Q(1)

T(n) = Q(n'"*%* Ign) = Q(ign)
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Esempio 9 (Metodo principale)

Ricorrenzadarisolvere

T(n) =3T(n/4) + nlogyn

Procedimento

Sihaa=3,b=4(® n'%*=n""%?), f(n) = nlogn

= f(n) / %= nlogyn / n'%* = n*1%%3 Jog,n ® f(n) & asintoticamente pitl grande
di n'%%?

* [0 ein modo polinomiale

= vale la condizione di regolarita af(n/b) < cf(n) per qualche costante ¢ < 1,
Infatti
3n/4logn/4<cnlog,n perc= 3e" nsufficientemente grande

T(n) = Q(t(n))= Q(nign)
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Esempio 10 (Metodo principale)

Ricorrenzadarisolvere

T(n) =2T(n/2) + nlogyn

Procedimento

Sihaa=2,b=2(® n'%*=n""%?=n), f(n) = nlogyn

= f(n) / n'®%*=nlog,n/ n=1log,n ® f(n) & asintoticamente pit grande di n'*%?

* non lo e in modo polinomiale perché il rapporto fra la funzione di ordine di
grandezza maggiore e quella di ordine di grandezza minore non € un termine
contenente n®, per qualchee> 0

Il teorema principale non e applicabile
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Esempio 10 (cont.)

E pero applicabile I’ estensione del teorema principal e perché

= f(n) & asintoticamente pit grande di n'*%?
= per k = 1, f(n) = Q(n"*%? Ig*n) cioé nlogzn = Q(n Ign)

T(n) = Q(N"*%*1g“"*n) = Q(n Ig°n)
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Esempio 11 (Metodo principale)

Ricorrenzadarisolvere

T(n) = 27T(n/3) + Q(n*/Ign)

Procedimento

Sihaa=27,b=3(® n%*=n'""%* =nd), f(n) = Q(n*Ign)

= %2/ f(n) = n*/ nlgn =Ign ® f(n) & asintoticamente pit piccoladi n'*%?
= non lo ein modo polinomiale
= $ k3 0]f(n) = Q(N'%*Ig*n)

neé il teorema principale, né la sua estensione sono applicabili
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